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Modelos

Particula o Punto: Un cuerpo cuyas dimensiones u orientacién no influyen en el
movimiento. Se modela como un punto geométrico.
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Modelos

Particula o Punto: Un cuerpo cuyas dimensiones u orientacién no influyen en el
movimiento. Se modela como un punto geométrico.

Solido rigido: Conjunto de particulas finito o infinito cuyas distancias relativas se
mantienen constantes (y conocidas):

lr; /| = Const. V1,

= En cinematica, los puntos no tienen masa; en dindmica si. En dinamica se usa
también un modelo continuo, ademas del de puntos.

= Un sistema de referencia cumple las propiedades anteriores, y en cinematica
se considera equivalente a un sélido.

= Para estudiar el movimiento de un sélido, se toma un sistema de referencia
rigidamente unido a él: en este sistema, las coordenadas de los puntos del
sélido son siempre constantes.

m | os sdlidos reales sufren deformaciones, pero suelen ser muy pequenas, y en
Mecanica Cldsica se desprecian.
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Grados de libertad

Grados de libertad: Numero de pardmetros independientes necesarios para
describir la configuracién de un sistema.
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Grados de libertad

Grados de libertad: Numero de pardmetros independientes necesarios para
describir la configuraciéon de un sistema.

Para sistemas libres (sin ligaduras):

Particula Sélido rigido Sélido deformable

<1

Deformado

Sin deformar = Sélido rigido

GDL: 3 GDL: 6 GDL: oo
(Mov. Plano: 3)
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Grados de Libertad de un Sdlido

= Un sdélido puede tener co puntos, pero solo hacen falta 6 parametros para
determinar su configuracién.
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Grados de Libertad de un Sdlido

= Un sdélido puede tener co puntos, pero solo hacen falta 6 parametros para
determinar su configuracién.

<1
I
Pto Coord GDL Ligaduras ,’
A TA; YA, ZA 3 - ,’
:
!
!
!
I’ A
I (]
/J\‘\\

L= Y1
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Grados de Libertad de un Sdlido

= Un sdélido puede tener co puntos, pero solo hacen falta 6 parametros para
determinar su configuracion.

Pto Coord GDL Ligaduras
A TA; YA, ZA 3 -
B TR, YB, 2 ra —rp| =dap
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Grados de Libertad de un Sdlido

= Un sdélido puede tener co puntos, pero solo hacen falta 6 parametros para
determinar su configuracion.

Pto Coord GDL Ligaduras
A TA, YA, ZA 3 -
B TRB,YB, 2 rqa—rp|=dagB
rp—rc| =dac
C xc, Yo, 1
“ rg —rc| =dpc
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Grados de Libertad de un Sdlido

= Un sdélido puede tener co puntos, pero solo hacen falta 6 parametros para

determinar su configuracion.

Pto Coord GDL Ligaduras
A TA, YA, ZA 3 -
B TRB,YB, 2 rq —rp| =daB
rp—rc| =dac
C xc, Yo, 1
“ rg —rc| =dpc
rqa —Trp| =dar
, YF, 0 rg —rp| =dpr
rc —rr| =dcr
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Sistemas de referencia y vectrices

Vector posicion de la particula)M en el sistema de refe-
. JAN
rencia 51 = Oxyz M

M =0OM=zit+yj+zk
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Sistemas de referencia y vectrices

Vector posicion de la particula)M en el sistema de refe-
. JAN
rencia 51 = Oxyz M

M =0OM=zit+yj+zk

Coordenadas cartesianas de la particula M en $;

o
r=rM.i y:rM-j, =1 .k

{ Manuel Ruiz - Mecénica | 7 /61



Sistemas de referencia y vectrices

Vector posicion de la particula)M en el sistema de refe-
. JAN
rencia 51 = Oxyz M

M =0OM=zit+yj+zk

Coordenadas cartesianas de la particula M en 5 —

r=rM.i y:rM-j, =1 .k

Vectriz R del sistema de referencia S1: matriz fila de los vectores unitarios de
S1 (jMatriz cuyas componentes son vectores!)

721 — Lihj? kJ
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Sistemas de referencia y vectrices

Vector posicion de la particula)M en el sistema de refe-
. JAN
rencia 51 = Oxyz M

M =0OM=zit+yj+zk

Coordenadas cartesianas de la particula M en 5 —

r=rM.i y:rM-j, =1 .k

Vectriz R del sistema de referencia S1: matriz fila de los vectores unitarios de
S1 (jMatriz cuyas componentes son vectores!)

721 — Lihj? kJ

M

Matriz de componentes Xi? del vector r¥ en S;: Matriz columna de las

coordenadas cartesianas de M en S}

X{w — anyszT
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Vectrices y matrices de componentes

<1

s Elvector A es una entidad geométrica del espacio
vectorial R>

x1
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Vectrices y matrices de componentes

<1

N
s Elvector A es una entidad geométrica del espacio
vectorial R3
A
. . . qAO
= Se maneja mediante su matriz de componentes o
en un sistema de referencia determinado A
1
g;()
8 / 61
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Vectrices y matrices de componentes

<1

Q
s Elvector A es una entidad geométrica del espacio :
vectorial R?
A
= Se maneja mediante su matriz de componentes e WP
en un sistema de referencia determinado A
= Para evitar ambiguedades, se especifica el sistema TT—
mediante su vectriz =
10
($1 )
A=mziii+yji+ak = linjn kil -y g =Re- X{' =
L <1
fxo\
= 20 0 + Yo jo + 20 ko = [i0,jo, ko) - { ¥o ¢ = Ro - X§
(<0 )
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Configuracion del solido rigido

s Para especificar la configuracién de un sdlido:

e Se escoge un punto O del sélido (no necesariamente el CDM)

e Se le fija un sistema de referencia S5 = Ozoys2o
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Configuracion del solido rigido

s Para especificar la configuracién de un sdlido:

e Se escoge un punto O del sélido (no necesariamente el CDM)

e Se le fija un sistema de referencia S5 = Ozoys2o

m Asi, el vector posicién de un punto cualquiera // del sélido es:

=z +yji+zki+&ia+njo+Cka =
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Configuracion del solido rigido

s Para especificar la configuracién de un sdlido:

e Se escoge un punto O del sélido (no necesariamente el CDM)

e Se le fija un sistema de referencia S5 = Ozoys2o

= Asi, el vector posicién de un punto cualquiera del sélido es:

(O =07;0+0 —
=zii+yji+zki+ i+ njo+Cke =

= R1 - X7 +Ra- X5

Notese que
_ T
2 L » 'y J

es constante porque /\/ es parte del sélido rigido.
XY y Ry cambian al moverse el sélido.

1
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Matriz de rotacion del sélido rigido

Para calcular Ry - X¢ 4 Ro - X5, hay que conocer Ro(R1) o Ri(Rs) .
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Matriz de rotacion del sélido rigido

Para calcular R - X? + Ro - X5, hay que conocer Ro(R1) o Ri(R2) .

Z1
- Los cosenos directores de los versores de Ro son
Y o = (i -i1)i1 + (12 - j1)j1 + (i - k1) kg
O jo = (G2 -i1) i1 + (2 - ) J1 + (G2 - k1) ke
21 - ko = (ko -i1) i1 + (ko - j1)j1 + (k2 - k1) ka
2
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Matriz de rotacion del sélido rigido

Para calcular R - X? + Ro - X5, hay que conocer Ro(R1) o Ri(R2) .

Z1
- Los cosenos directores de los versores de Ro son
Y o = (i -i1)i1 + (12 - j1)j1 + (i - k1) kg
O jo = (G2 -i1) i1 + (2 - ) J1 + (G2 - k1) ke
21 - ko = (ko -i1) i1 + (ko - j1)j1 + (k2 - k1) ka
2

En forma matricial,

li2, j2, ko] = [i1,j1, k1] - (.iz -Jiu) | G2 -du) | (k2 - 1)

d Manuel Ruiz - Mecanica | 10 / 61



Matriz de rotacion del sélido rigido

Para calcular Ry - X¢ 4 Ro - X5, hay que conocer Ro(R1) o Ri(Rs) .

Z1
~ Los cosenos directores de los versores de R, son
Sl o = (lo-i1) i + (1o j1)ji + (1o - k1) ky
O jo=(02-1)it + U2-Ju)ji + (G2 - ki) ks
21 - ko = (ko - 11) i1 + (ko - j1)j1 + (ko - k1) ks
L

En forma matricial,
(i2 -i1) | (o -i1) | (k2 -i1)
li2, jo, ko] = [i1,j1, k1] - | (i2-j1) | G2-J1) | (k2 -j1)
| (o-ke) | (o - ka) | (ko -ky)

Matriz de rotacién del sélido S5 respecto a 5j :

Ro=Rq1- QW12

S1 —2 So
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Grados de libertad del sélido rigido libre

= Posicion de un punto de So: O1M =R - (Xlo + Q2 [t A5 )

» X, es constante: identifica de qué punto del sélido se trata.

= La configuracidn requiere 12 pardmetros: 3 (X?) + 9 (Q12)

2 B - : L.
& Manuel Ruiz - Mecanica | 11 / 61



Grados de libertad del sélido rigido libre

Posicién de un punto de So: O1M =R - (Xlo + Q12+ A5 )

» X, es constante: identifica de qué punto del sélido se trata.

La configuracién requiere 12 pardmetros: 3 (X?) + 9 (Q12)

Solo 3 componentes de ()15 son independientes. Sus columnas son las
matrices de componentes de los versores de S5, que cumplen 6 condiciones:

e Ortogonales: +Jo=20 ko =10 ko =10

e Unitarios: ‘1o =1 o =1 : = 1|
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Grados de libertad del sélido rigido libre

Posicién de un punto de So: O1M =R - (Xlo + Q12+ A5 )

» X, es constante: identifica de qué punto del sélido se trata.

La configuracién requiere 12 pardmetros: 3 (X?) + 9 (Q12)

Solo 3 componentes de ()15 son independientes. Sus columnas son las
matrices de componentes de los versores de S5, que cumplen 6 condiciones:

e Ortogonales: cjo =20 ko = ko =

e Unitarios: ‘1o =1 o =1 : = 1|

Un sélido rigido tiene 6 Grados de Libertad:

e 3 coordenadas de un punto XY Traslacion

e 3 de la matriz de rotacion (Jqo Rotacion
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Matriz de giro y cambio de base

10 determina la orientacidén de un sistema de referencia 5 “1
(= Sdlido) respecto a otro S;: Puede usarse para cambiar .
de ejes un vector
fxl ) fajo\ A e N
A = i1, ji, k1] - § v1 p = lio,Jo, kol - § %o ¢ = 01///
\ <1 ) \ <0 ) /\\ Y1
1
=R1-X{ =Ro- X w/
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Matriz de giro y cambio de base

10 determina la orientacidén de un sistema de referencia 5 “1
. . AN
(= Sélido) respecto a otro Si: Puede usarse para cambiar
de ejes un vector
( ) ( ) A
T To N
. . __—
A:L117J17klj'<y1 >:L 1J0 J<y0>: ) —
\
Ny \~0J / T
21 /
_ A __ A
C =Ry - R1=Ro - Qy
omo 1 - W10 1= 10
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Matriz de giro y cambio de base

10 determina la orientacidon de un sistema de referencia Sg
(= Sélido) respecto a otro Si: Puede usarse para cambiar

de ejes un vector

AN

<1

fxl\ fajo\ /“50

S _—
A:L117J17klj'<y1>:L s 00 J<y0>: ) —
\Zl) \ZO) /\\ Y1
- /
A A
Como =TR1-Quo R1 = 1o s
/\ r "\ Y

Ri- X8 =Ro- X =R1-Quo- X&' = | X% =Q-X¢
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Matriz de giro y cambio de base

10 determina la orientacidon de un sistema de referencia Sg
(= Sélido) respecto a otro Si: Puede usarse para cambiar

de ejes un vector

N

<1

th (2o
A:Lilajlaklj'<y1>:L7 ’ J<y0>:
w2y \ <0 )
A A
Como =R1 Qo R1 = 10 -
A A ~— A
Rl'Xl = - X5 =Rq- 10'XO = X7 = 10°X0
Ri-X{=Ro-Qfp - Xi =Ro- Xp = |X§=Qf X7
—— ~—
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Giro respecto a un eje fijo

21 = 29

Giro o alrededor del eje Oz: S1 — 59

——

1o, = cos iy 4+ sinoj;
Jo = —singi; 4+ cosoj;
72 ko = 0-iy + 0-J1
1 Y1
L2

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Giro respecto a un eje fijo

21 = 29

Giro o alrededor del eje Oz: S1 — 59

——

iy, = cos iy 4+ sinoj;

Jo = —singi; + cosojq

Y2 k2 — 0 - il .S 0 - jl

T1 Y1
T2
[ cos¢ | —sing | 0 ]
RQ — LiQ,jQ,kQJ — Li].)j]Jli : sin COS 0
0 0 L |

2 0 5 : L.
& Manuel Ruiz - Mecanica |
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Giro respecto a un eje fijo

21 = 29

Giro o alrededor del eje Oz: S1 — 59

——

i2 — COS i1 +  sin j1
Jjo = —sinoip 4+ cosojq
- ko = 0-ii + 0-]j1
T Y1
L2
[ cos —sing | 0 ]
RQ — LiQ,jQ,kQJ — Li].)j]Jli : sin COS 0
0 0 1
Giro inverso:
Y2 Y1 ~ _
[/ COS sin 0
lit,j1, k1| = [i2,j2, k2| - | —sin¢ | cos¢ | O
AN 0 0 |1
\ L1 — RQ .

i Manuel Ruiz - Mecanica |

+ 0k
+ 0k
+ 1-k
Ri1- Q12
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Propiedades de las matrices de giro

= E| elemento nulo del grupo de los giros es la matriz unidad:
(1 0 0

11 — U= 0 Obvio: Rl = Rl .U
1

0 1
0 0
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Propiedades de las matrices de giro

= E| elemento nulo del grupo de los giros es la matriz unidad:
(1 0 0

11 = U= 0 Obvio: Rl = Rl -U
1

0 1
0 O
= La composicion de giros se hace con el producto de matrices:

Sl—>52: RQZRl' 12}
SQ—>33: RgZRQ' 23

91 +53: R3=Rj: Q12 Qa3 [=Ry- Qi3

B, 4 . -
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Propiedades de las matrices de giro

= E| elemento nulo del grupo de los giros es la matriz unidad:
(1 0 0

11 = U= 0 Obvio: Rl = Rl -U
1

0 1
0 O
= La composicion de giros se hace con el producto de matrices:

Sl—>52: RQZRl' 12}
SQ—>53: RgZRQ' 23

91 +53: R3=Rj: Q12 Qa3 [=Ry- Qi3

= No es conmutativa, pero si asociativa, como el producto de matrices.

14 = R12 - K23 - X3 :(\12. 2;)' 34 = 12'(\23' 3/)

~" ~"

13 2
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S; —= S5

[i2, 2, ko] = i1, J1, k] -

Manuel Ruiz - Mecanica |

(Jo - i1)
(G2 - j1)
(Jo - k)
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S; —= S5

)

iptiy) | (o-i1) | (ke -ip)
li2, j2, ko | = i1, J1, k] - | (B2td1) | G2-d1) | (k2 - 1)
ipr ki) | (G2 - k1) | (ko ki) |

——

e Las columnas son las componentes de los versores girados en ejes fijos
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S; —= S5

)

iofiy) [(o-i1) [ (ko y))
li2, j2, ko | = i1, J1, k] - | (i2td1) | G2-d1) | (k2 - 1)
ipr ki) | (G2 - k1) | (ko ki) |

——

e Las columnas son las componentes de los versores girados en ejes fijos

e Las filas, las de los versores fijos en ejes girados
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S; —= S5

[i2, 2, ko] = i1, J1, k] -

e Las columnas son las componentes de los versores girados en ejes fijos

)

——

e Las filas, las de los versores fijos en ejes girados

= Giro inverso Sy — Sy:

li1,j1, k1| = [i2,j2, k2] -

Manuel Ruiz - Mecanica |

(iz - i1)
(Jo - 11)
(ko - 1i7)

isfin) [ (o i1) [ (ko i)
iprji) | (G2-J1) | (k2-j1)
ipr ki) | (G2 - k1) | (ko ki) |
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S; —= S5

)

iofiy) [(o-i1) [ (ko y))
li2, j2, ko | = i1, J1, k] - | (i2td1) | G2-d1) | (k2 - 1)
ipr ki) | (G2 - k1) | (ko ki) |

——

e Las columnas son las componentes de los versores girados en ejes fijos

e Las filas, las de los versores fijos en ejes girados

. . 1 . , . .
= Giro inverso S5 — S7: Las filas/columnas estan intercambiadas.

)

(o {i1) | (i2-31) | (i2 k1)
li1,J1, k1] = [i2,jo, k] - | (G2 qiz) | G2-J1) | (2 ki)
| (ko {i1) | (k2-j1) | (ko -ki)

N———/
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S; —= S5

)

iofiy) [(o-i1) [ (ko y))
li2, j2, ko | = i1, J1, k] - | (i2td1) | G2-d1) | (k2 - 1)
ipr ki) | (G2 - k1) | (ko ki) |

——

e Las columnas son las componentes de los versores girados en ejes fijos

e Las filas, las de los versores fijos en ejes girados

. . 1 . , . .
= Giro inverso S5 — S7: Las filas/columnas estan intercambiadas.

)

(o {i1) | (i2-31) | (i2 k1)
li1,J1, k1] = [i2,jo, k] - | (G2 qiz) | G2-J1) | (2 ki)
| (ko {i1) | (k2-j1) | (ko -ki)

N———/

La matriz del giro inverso es la traspuesta de la del directo:

AT AT
12 — X921 21 — X112
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Las matrices de rotacion son ortogonales

» Se considera el giro identidad S; — S; como composicién de un giro

S1 —= S5 y su inverso Sy — S}

T 1 T
11=Q12- Q21 =Q12-Q,=U = 12 = W19

La matriz inversa de una matriz de giro es su traspuesta .
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Las matrices de rotacion son ortogonales

» Se considera el giro identidad S; — S; como composicién de un giro

S1 —= S5 y su inverso Sy — S}

T 3 T
11=Q12- Q21 = Q12-Q,=U = 19 = Qq5

La matriz inversa de una matriz de giro es su traspuesta .

= Por esta propiedad ()15 es ortogonal. Pertenece a SO(3) (Special
Orthogonal Group) en R3 no conmutativo, con elemento neutro U y

elemento inverso [En la notacién de algebra, O - (3, R)].
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Las matrices de rotacion son ortogonales

» Se considera el giro identidad S; — S; como composicién de un giro

S1 —= S5 y su inverso Sy — S}

T 1 T
11=Q12- Q21 =Q12-Q,=U = 12 = W19

La matriz inversa de una matriz de giro es su traspuesta .

= Por esta propiedad ()15 es ortogonal. Pertenece a SO(3) (Special
Orthogonal Group) en R3 no conmutativo, con elemento neutro U y

elemento inverso [En la notacién de algebra, O - (3, R)].

= Las matrices con |J|= —1 € O  (3,R). No son matrices de rotacién,

sino de rotacion + simetria .
Ej: ademas de girar un coche, lo transforman en coche inglés.
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Las matrices de rotaciéon cumplen |Q] =1
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Las matrices de rotaciéon cumplen |Q] =1

e Por ser ortogonales, |Q-Q'|=[U|=1 — |Q] = &£1.
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Las matrices de rotaciéon cumplen |Q] =1
e Por ser ortogonales, |Q-Q'|=[U|=1 — |Q] = &£1.
e Las de rotacién
fy
Qi = [[i2 [J2 | ko] | = || J1 || =
ki

=iy (JoAke)=i1-(j1Ak1)= +1

por ser el volumen de un cubo de lado 1.

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Las matrices de rotaciéon cumplen |Q] =1
e Por ser ortogonales, =Ul=1— |Q] =&+1.
e Las de rotacién
fy
Quz| = [[iz | J2 [ ko] | = || J1 || =
ki

=iy (JoAke)=i1-(j1Ak1)= +1

por ser el volumen de un cubo de lado 1.

» Q-U/=[Q-Q-Q'|=Q-U-Q'[=U-Q]

—U-Q=-0-U = [Q-U=0

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Los autovalores cumplen

® )\1)\2)\3 — | 12| =1
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Los autovalores cumplen

® )\1)\2)\3 — | 12| =1
=1

_ .o=T
o Wppu; = Ajuy; Uy Wy

7

Manuel Ruiz - Mecanica |
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v =T
120 = A T4, - uy
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Los autovalores cumplen

o A3 =01 =1
—

R AN =T ~
e Oppuw; = Nu;; w Q0000 =20 w3 = M\ =1
——

U
= Autovalores posibles:

AM=X=A3=1

trivial: 12 =U
1
M
12 = U
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Los autovalores cumplen

o A3 =01 =1

=T — -
[ 12W; = )\iui; ui 19W12W; = >\z)\z 11;_ - Uy = >\i>\z’ =1
N——
)
= Autovalores posibles:
AM=X=X3=1 AM =1, dg=XA3=-1
trivial: Q1o = U giro de 180° alrededor de u;
1 1
M
12 = U ulA
.\ >< _
: y 1 » 1
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Propiedades de la matriz de rotacion

= Los autovalores cumplen

® )\1)\2)\3 — | 12| =1

o Lou; = \ju;;

= Autovalores posibles:

AM=X=A3=1

trivial: 12 =U
1
M
12 = U

e : . , .
3 Manuel Ruiz - Mecanica |

_T=1

u; Wi9
U

v =T
120 = A T4, - uy

Me=1, Jy=Jy=—I

giro de 180° alrededor de u;

)\1 = 1, )\1,2 :ei‘b

giro ¢ alrededor de u;
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Teorema de Euler

= El movimiento mas general de un sdlido rigido con un punto fijo es un giro de
angulo ¢ alrededor de un eje que pasa por el punto fijo.
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Teorema de Euler

= El movimiento mas general de un sdlido rigido con un punto fijo es un giro de
angulo ¢ alrededor de un eje que pasa por el punto fijo.

e Eje: direccidn del autovector u; asociado al autovalor A\; =1 de ()5
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Teorema de Euler

= El movimiento mas general de un sdlido rigido con un punto fijo es un giro de
angulo ¢ alrededor de un eje que pasa por el punto fijo.

e Eje: direccidn del autovector u; asociado al autovalor A\; =1 de ()5

o Angulo de giro: exponente ¢ del par de autovalores complejos
conjugados Mg 3 = eT?' de Q1o
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Teorema de Euler

= El movimiento mas general de un sdlido rigido con un punto fijo es un giro de
angulo ¢ alrededor de un eje que pasa por el punto fijo.

e Eje: direccidn del autovector u; asociado al autovalor A\; =1 de ()5

o Angulo de giro: exponente ¢ del par de autovalores complejos
conjugados Mg 3 = eT?' de Q1o

= Parametrizacién del giro Q15 : ©)
e Pardmetros eje-angulo de Euler: ¢, a = |‘J—1| (4)
e Vector principal de rotacién: ¢ = ¢ a ©)
e Vector de Gibbs: g = tan % a ©)
e Cuaternios: q = (cos %, sin % a) (4)
e Angulos de Euler: 1,0, ©)
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Teorema de Euler

= El movimiento mas general de un sdlido rigido con un punto fijo es un giro de
angulo ¢ alrededor de un eje que pasa por el punto fijo.

e Eje: direccidn del autovector u; asociado al autovalor A\; =1 de ()5

o Angulo de giro: exponente ¢ del par de autovalores complejos
conjugados Mg 3 = eT?' de Q1o

= Parametrizacién del giro Q15 : ©)
e Pardmetros eje-angulo de Euler: ¢, a = |u1| (4)
e Vector principal de rotacién: ¢ = ¢ a ©)
e Vector de Gibbs: g = tan % a ©)
e Cuaternios: g = (cos ‘5, sin % a) (4)
e Angulos de Euler: 1,0, ©)

» Todas las parametrizaciones minimas (3) tienen alguna singularidad

Manuel Ruiz - Mecénica | 19 / 61



Matriz de giro con angulos de Euler

= |La rotacion del sélido rigido tiene 3 grados de libertad

= La matriz de giro tiene 3 parametros independientes
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Matriz de giro con angulos de Euler

= |La rotacion del sélido rigido tiene 3 grados de libertad

= La matriz de giro tiene 3 parametros independientes

¥ se puede formar con 3 giros independientes sucesivos:
1 i) 2 — i) 4 14 = R12 - Q9
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Matriz de giro con angulos de Euler

= |La rotacion del sélido rigido tiene 3 grados de libertad

La matriz de giro tiene 3 pardmetros independientes

se puede formar con 3 giros independientes sucesivos:

=2 O = 5 s 4l 14 = Q12 - Qo3 - 4

2° y 3% giros alrededor de las nuevas posiciones de los ejes

Se pueden repetir ejes, pero no seguidos (seria el mismo)

Eexld  Manuel Ruiz - Mecanica | 20 / 61



Matriz de giro con angulos de Euler

La rotacién del solido rigido tiene 3 grados de libertad
La matriz de giro tiene 3 pardmetros independientes

se puede formar con 3 giros independientes sucesivos:

14 — W12 * 23 ° 4

2° y 3% giros alrededor de las nuevas posiciones de los ejes
Se pueden repetir ejes, pero no seguidos (seria el mismo)

12 combinaciones posiblest. Mas comunes:

ZXZ

Angulos de Euler clasicos

Maquinaria, Astronomia

Zyz

Mecanica cuantica

ZyX

Tait-Bryan

Mecanica del vuelo

Xyz

VisualNastran (+), Maple (-)

cfr. Peter C. Hughes, Spacecraft Attitude Dynamics, p. 20.

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Matriz de giro con angulos de Euler

Rl i) RQ — i} R4
s Precesion: Giro 1) alrededor de k; = k>
m . Giro () alrededor de iy = i3 ( )

= Rotacién propia: Giro ¢ alrededor del eje k3 = k4

| Manuel Ruiz - Mecénica | 21 / 61



Matriz de giro con angulos de Euler

Rl i) RQ — i} R4
s Precesion: Giro 1) alrededor de k; = k>
m . Giro () alrededor de iy = i3 ( )
= Rotacién propia: Giro ¢ alrededor del eje k3 = ky
21 = 22
1 Precesion
(0
- (cosy) —sinty O]
Y1 Ro =Rq1- [siny cos O =Ry -
R 0 0 1|

i Manuel Ruiz - Mecanica |

12

21 / 61



Matriz de giro con angulos de Euler

z2

Y2 '1 0

e @ =Ry - [0 cos
Eje de -O SIH

{ Manuel Ruiz - Mecanica |

— sin
CcOS
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Matriz de giro con angulos de Euler

<2

Nutacidon

1 0 0
0 cosf
0O sin?

Rs =Ry -

Eje de Nodos =

cos (/

Rotacion propia

cos¢p —sing O]
R4 :Rg . Sinqb

0 0 1

{ Manuel Ruiz - Mecanica |

—sinf | =Ry -

cosp 0| =R3 -

23

34
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Matriz de giro con angulos de Euler

<1
Ay —

Para hallar la matriz del giro global, aplicamos la compo-
sicidn de giros sucesivos,

~ N —
R4 = Q3= Ra2 Q23 -Q3q =
—~—

= R1 - Qu2-Q23 - Q34 = R1 - Qua
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Matriz de giro con angulos de Euler

<1

Ay —
Para hallar la matriz del giro global, aplicamos la compo-
sicidn de giros sucesivos,

~ N —
R4 — ° 4: RQ . 2 . 4:
—~—

= R1 - Qu2-Q23 - Q34 = R1 - Qua

= ~—

Calculando el producto de las tres, se obtiene (Jq4:

(cos 1) cos @ — sintsindcost) — cossin g — sin 1) cos ¢ cos siny sin ) |
sin 1) cos ¢ + cos Y sin ¢ cos /!  —sin 1 sin @ + cos 1) cos ¢ cos/  — cos 1) sin
i sin ¢/ sin ¢ sin (/ cos ¢ COS |
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Angulos de Euler cldsicos / Tait-Bryan

21 = 292 Z9
(2]
S
0 "
oo
O
GL)
= Y2
o Y1

L1 o
Precesion Nutacion Rotacién propia

o x%yl Y2 \\
C
g Y4
o Y
x
ﬁ 21 if 29 Z4
Yaw Pitch Roll

Nota: los anglosajones suelen intercambiar la ¢ y la ¢.
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Sistemas de representacion de la actitud

Sistema Pros Contras Aplicaciones
0,0, Minimo Singular en 6 = 0 Docencia, M. Orbital
Intuitivo Muchos sin/cos Pre/Postprocesado
Maquinas Composicién dificil Mdquinas, Robots
Minimo o0 para T Analitico
No sin/cos No intuitivo
Composicién facil
Regular 1 redundante Sistemas de control
No sin/cos No intuitivo de actitud
Composicién facil (ACS) a bordo
Normalizable (1)
?, a Intuitivo 1 redundante Rotaciones
Singular en 0 sobre eje
Algunos sin/cos fijo
Composicién dificil
Regular 6 redundantes Analitico
No sin/cos Cambio de ejes
Normalizable () Multibody

5 . , .
4 Manuel Ruiz - Mecanica |
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Campo de velocidades

Velocidad de un punto del sélido

Tensor velocidad angular

Propiedades del tensor velocidad angular
Campo de velocidades del sélido

Propiedades del campo de velocidades del sélido
Propiedades del campo de velocidades: Axoides
Axoides: ejemplos

Determinacion de la velocidad angular
Aceleracion de un punto de un sélido
Aceleracion angular de un sélido

Estructura del campo de aceleraciones
Resumen de propiedades cinematicas

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Velocidad de un punto del solido

Vector velocidad del punto M del sélido So
S1: la misma definicién que para un punto, pero
ahora el vector posicion es:

010 + OM =Ry - (X¢ + Q12+ X3)

1

| Manuel Ruiz - Mecanica | 27 / 61



Velocidad de un punto del solido

Vector velocidad del punto M del sélido So
S1: la misma definicién que para un punto, pero
ahora el vector posicion es:

010 +OM =Ry - (X¢ + Qa- X3)

1

y su derivada (con R; constante) es

vl = Ry (04 Quae ¥} ) = V] + VA

rot

21|trans
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Velocidad de un punto del solido

Vector velocidad del punto M del sélido So
S1: la misma definicién que para un punto, pero
ahora el vector posicion es:

010 + OM =Ry - (X¢ + Q12+ X3)

1

y su derivada (con R; constante) es

v = Ry '(X?-I— 12 Xé\j) = + vl

rot

21 |t'rcms

Para entender la relacion entre OVl y su derivada debido a la rotacion, hay que
proyectarlos en los mismos ejes, fijos o sélido:

xy R1

I\ 7\

~

: ' M : ~T M 5 T A M
OM:Rl. 12.X2 :Rl' 12 - 12.X1 :R2. 19 12.X2
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Tensor velocidad angular

= En gjes sdlido, la velocidad de /\/ debida a la rotacion es
M| _ T ¢ M _ M
Vo1 ,,,Ot—RQ' 12Q12 - X5 =Rao - 21‘2'X2

donde ()5 es el tensor velocidad angular de S5 respecto a S, expresado por
su matriz de componentes en 55.
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Tensor velocidad angular

= En gjes sdlido, la velocidad de /\/ debida a la rotacion es
M| _ T ¢ M _ M
Vo1 ,,,Ot—RQ' 12Q12 - X5 =Rao - 21‘2'X2

donde ()5 es el tensor velocidad angular de S5 respecto a S, expresado por
su matriz de componentes en 55.

= En ejes fijos, el tensor se expresa

M _ ; T M _ M
Vo1 ,,,Ot—Rl' 12Qq9 - X77 =Rq -9 1'X1
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Tensor velocidad angular

= En gjes sdlido, la velocidad de /\/ debida a la rotacion es

M _ T M _ M
Vo1 ,,,Ot—RQ' 12Q12 - X5 =Rao - 21‘2'X2

donde ()5 es el tensor velocidad angular de S5 respecto a S, expresado por

su matriz de componentes en 55.

= En ejes fijos, el tensor se expresa

M
Va1 |fr‘0t

: T M M

m Los dos estan relacionados por las ecuaciones de cambio de ejes,

-

U ~ T : T _
211 — W12 W12 — W12 ° W12 ° W12 T W12 — W12 "aL2] |5 °

que es el 1°" criterio de tensorialidad =- {297 es un tensor.
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Tensor velocidad angular

= En gjes sdlido, la velocidad de /\/ debida a la rotacion es
M| _ T ¢ M _ M
Vo1 ,,,Ot—RQ' 12Q12 - X5 =Rao - 21‘2'X2

donde ()5 es el tensor velocidad angular de S5 respecto a S, expresado por
su matriz de componentes en 55.

= En ejes fijos, el tensor se expresa

M : T M M

rot

m Los dos estan relacionados por las ecuaciones de cambio de ejes,

—U ; T _ T T _
21(; — Y ' W12 " W12 — W12 " W12 " W12 " W12 — W12 " 3£2]1 |9 " W12

que es el 1°" criterio de tensorialidad =- {297 es un tensor.

= Aplicacién lineal: Vé\'ﬂmt =5 -OM o OM —= Vé\lj rot
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Propiedades del tensor velocidad angular

m E| tensor velocidad angular es antisimétrico:

: : : T :
T T T T T
12Q12 =U 12W12 T RoR12 = ( 12 12) +Q15Q12 =0
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Propiedades del tensor velocidad angular
m E| tensor velocidad angular es antisimétrico:
- - - - \T -
12012 =U 12W12 + W9 122(12 12) +Q9Q12 =0

= Un tensor antisimétrico tiene un Vector axial asociado 91 (pseudovector):

0 —w, wy | (e |

21 = | Wy 0 —wz| & wo=<Kwy,
| TWy  Wg 0| | Wz,

01| - XM & 21 A OM
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Propiedades del tensor velocidad angular
m E| tensor velocidad angular es antisimétrico:
- - - - \T -
12012 =U 12W12 + W9 122(12 12) +Q9Q12 =0

= Un tensor antisimétrico tiene un Vector axial asociado 91 (pseudovector):

0 —w, wy | (e |
21 = | Wy 0 —wz| & wo=<Kwy,
| Wy Wo 0 \ Wz )
21‘ ¢ N 21 A OM
= Vector / Axial: el comportamiento ante simetrias cambia con la

orientacién de los ejes (a derechas/a izquierdas)

¥
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Campo de velocidades del sélido

= Vector velocidad del punto (arbitrario) /\/ del sélido
Sy respecto al sistema Si:

1

{ Manuel Ruiz - Mecanica |
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Campo de velocidades del sélido

= Vector velocidad del punto (arbitrario) /\/ del sélido
Sy respecto al sistema Si:

Vé\ll ~ Ry (X? X 21|1 X{\[) _

:R2'( 1|_2.X10_|_ 21‘2°X§[):
:Vgl—l— 21 A OM

1

= Vale para cualquier par de puntos: O y M/ son arbitrarios,

VQ%ZV%JF 21 AOB = v¥ +wy A(OA +AB)= —

Campo de velocidades: — vy = Vi +wo1 A AB
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Campo de velocidades del sélido

= Vector velocidad del punto (arbitrario) /\/ del sélido
Sy respecto al sistema Si:

Vé\lj ~ Ry (X? X 21|1 X{\[) _

:Vgl—l— 21 A OM

1

= Vale para cualquier par de puntos: O y M/ son arbitrarios,

Vizvg)l—l— 21 AN OB = Vgl—l— 21/\(OA—|—AB): —
Campo de velocidades: — vy = Vi +wo1 A AB
= 6 GDL — 6 pardmetros determinan el estado cinemdtico de los
puntos del sélido: XP (3) y Qa1 / war (3)
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Propiedades del campo de velocidades del solido

s Es lineal en las coordenadas: 01 AOM / 21‘2 . XM
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Propiedades del campo de velocidades del solido

s Es lineal en las coordenadas: 01 AOM / 21|2 . XM

» Si w9y =0, todos los puntos del sélido tienen la misma velocidad
(traslacion pura o traslacién paralela)
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Propiedades del campo de velocidades del solido

s Es lineal en las coordenadas: 01 AOM / 21‘2 . XM

» Si w9y =0, todos los puntos del sélido tienen la misma velocidad
(traslacion pura o traslacién paralela)

» Equiproyectividad: vl . AB = v - AB
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Propiedades del campo de velocidades del solido

s Es lineal en las coordenadas: 01 AOM / 21|2 . XM

» Si w9y =0, todos los puntos del sélido tienen la misma velocidad
(traslacion pura o traslacién paralela)

» Equiproyectividad: vl . AB = v - AB

[ P /1" - :
| e Por la definicion de sdlido, la distancia entre puntos es constante:

(I‘B— rA) : (rB— rA) = Cte. — (i'B— i‘A) : (I‘B— rA) =0
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Propiedades del campo de velocidades del solido

s Es lineal en las coordenadas: 01 AOM / 21|2 . XM

» Si w9y =0, todos los puntos del sélido tienen la misma velocidad
(traslacion pura o traslacién paralela)

» Equiproyectividad: vl . AB = v - AB
| e Por la definicidon de solido, la distancia entre puntos es constante:

(I‘B— rA) : (rB— rA) = Cte. — (i'B— f‘A) : (I‘B— rA) =0

| e Implicito en la expresién del campo de velocidades,

1
— - vl - AB = (v3; + wor AAB) - AB = v5; - AB

A porque se obtiene girando un sistema de referencia, que cumple la
condicion de sélido. Los puntos no pueden alejarse ni acercarse, solo
| girar (si no, se deformaria).
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Propiedades del campo de velocidades

| AWAN &
=<_\/|.
_V21—|— 21/\(AB—|—A/ /)'—V21 AI ‘v

[ VA
» | | | . WwAAC
= Bidimensional: lgual velocidad en rectas || k:—N—/?
| T~ _
e
AC = AB + Aw9 |
C A v :
|
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Propiedades del campo de velocidades

[ VA
» | | | . WwAAC
= Bidimensional: lgual velocidad en rectas || k:—v
| T~
e
AC = AB + Aw9 |
A
V%:V?1+ 01 AN AC = ! v I
|

| NAB
=<\,
:V21—|— 21/\(AB—|—A/ /7—V21 AI ‘M

= Descomposicion en velocidades || y L a

A vA n A (v;‘/\ )
S A — _
| 1L

del desarrollo del producto triple:

A ViAW) = Wivh = (v w)
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Propiedades del campo de velocidades

0 . la componente paralela a es la misma
para todos los puntos (equiproyectividad seglin v ):

\% :Vﬁzvf VA, B € 59
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Propiedades del campo de velocidades

0 . la componente paralela a es la misma
para todos los puntos (equiproyectividad seglin v ):

\% :Vﬁzvf VA, B € 59

e Es constante para todo el sdélido

1
Vi- 21:(V§1+/QM)' 91 =V -w91 YA, B € S5
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Propiedades del campo de velocidades

0 . la componente paralela a es la misma
para todos los puntos (equiproyectividad seglin v ):

\Y :Vﬁ‘:vﬁ3 VA, B € S
e Es constante para todo el sdélido

1
Vﬁ° 21:(V1241—|—M)- 91 =V -w91 YA, B € S5

e Si es nula, el movimiento es una rotacién pura

e Basta dar el escalar v, porque su direccidon es conocida
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Propiedades del campo de velocidades

0 . la componente paralela a es la misma
para todos los puntos (equiproyectividad seglin v ):

e Es constante para todo el sdélido

e Si es nula, el movimiento es una rotacién pura
e Basta dar el escalar v, porque su direccidon es conocida

e Es |la velocidad minima en mdédulo de todo el campo de velocidades

VAP =i |+ L)
——
Cte. >0
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Propiedades del campo de velocidades

g : Hay una recta del sdlido
en que v se anula, VH:V|[|{:V = H e
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Propiedades del campo de velocidades

m Eje instantdneo de rotaciéon y minimo deslizamiento: Hay una recta del sélido
en que v, seanula, v = Vﬁ{ — v’ = H €E.l.R. A partir de A4,
buscamos un punto // del E.I.R. tal que AH L

vi=vitwnaAH= 0w — oAV +wAAH)=0=

=wAV + (wAH)w -’ AH -
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Propiedades del campo de velocidades

m Eje instantdneo de rotaciéon y minimo deslizamiento: Hay una recta del sélido
en que v, seanula, v = Vﬁ{ — v’ = H €E.l.R. A partir de A4,

buscamos un punto // del E.I.R. tal que AH L
vi=vitwnaAH= 0w — oAV +wAAH)=0=

A
=wAv i+ (AH)w -’ AH - AH= ARl
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Propiedades del campo de velocidades

m Eje instantdneo de rotaciéon y minimo deslizamiento: Hay una recta del sélido
en que v, seanula, v = Vﬁ{ — v’ = H €E.l.R. A partir de A4,

buscamos un punto // del E.I.R. tal que AH L
vi=vitwnaAH= 0w — oAV +wAAH)=0=

A A
—wAV + (wAH)w—w?AH — AH= -
A v
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Propiedades del campo de velocidades

m : Hay una recta del sélido
en que v, seanula, v = V|[|{ =v~' = e A partir de A,
buscamos un punto // del tal que AH L

vi=vitwAAH=dw — wA(V '+wAAH)=0=
— A 2 AH AH = GV
=wAVS + (w-AH) w - — = ————
A 5
| r —r' + > + A
A

= Todos los puntos del
tienen la misma veloci-
dad, v, que es la velocidad minima del
campo de velocidades.

{ Manuel Ruiz - Mecanica |
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Propiedades del campo de velocidades

= Movimiento helicoidal equivalente: se toma un punto  del E.I.R. para
describir el campo de velocidades.

vi=v" +w AHA = Deslizamiento + Rotacion pura

I -
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Propiedades del campo de velocidades

= Movimiento helicoidal equivalente: se toma un punto  del E.I.R. para
describir el campo de velocidades.

v? = vl 4+ w AHA = Deslizamiento + Rotacién pura
N~ N——
| —

s [eorema de Chasles: el movimiento mds general de un sélido en cada instante
es una rotacion pura alrededor de une eje mas un deslizamiento (traslacién)
paralelo a ese eje (que puede variar con el tiempo).

ANHA

E.l.R.
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Propiedades del campo de velocidades

= Todos los puntos del tienen la misma velocidad, v, que es la
velocidad minima del campo de velocidades

= Un punto de velocidad nula pertenece al (v’ =0)

= Si varios puntos tienen la misma velocidad en una direccién dada, esa es la
direccién del (siempre que no estén en una recta paralela a «, en la
que todos los puntos tienen la misma velocidad)

ANHA
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Propiedades del campo de velocidades: Axoides

<1

s Axoide Fija: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas del
en ejes fijos.

L) ANV
I‘AF(t, ) — 01A|1 + 2 + (t)‘l ,,,,,,,, AN
(1) *
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Propiedades del campo de velocidades: Axoides

s Axoide Fija: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas del
=.1.R. en ejes fijos.

rar(t,\) = O1A|, +

= Axoide Movil: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas
del E.I.R. en ejes sdlido.

ran(t, ) = OA|, + LA V(1)

W2l
\\\“5 (e
WA e
./,U‘Z \?*“ :‘:‘.‘2’"1 y2

/‘/’%W’.ﬁ\‘\\

il
il
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Propiedades del campo de velocidades: Axoides

<1

s Axoide Fija: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas del
en ejes fijos.

7A
P
() AV(H) n
rar(t,\) = O1A|; + ()2 +Aw(t)]; Y K\\
1 sy Y1
<2

= Axoide Movil: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas *
del en ejes solido.

I'AM(t, ) — OA‘2 +

2

= Son superficies regladas con dos pardmetros: \ (generatriz) y
t (directriz)
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Axoides: ejemplos

Axoide Movil

Punto de
contacto:
\V=0)
Axoide
Fija
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Axoides: ejemplos

Axoide
Fija
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Axoide Movil

=
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, t) - QT-Q=
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, t) - QT-Q=

= Derivando los versores is, jo, ko — 9, jo, ko
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, t) - QT-Q=

= Derivando los versores is, jo, ko — 9, jo9, ko

Campo de velocidades: ig = w Aly jg =wAj9 kg = w A ko
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, t) - QT-Q=

m Derivando los versores is, jo, ko — 9, jo9, ko

Campo de velocidades: ig = wAly jg =wAj9 kg = w A k9

i2/\i2 = i2/\( /\i2) = 1- —( 'iz)iz
j2ANj2 = JeA(wAj2) = 1-w—(w-j2)io
ko Aky — koA(wAky) = 1-w— (w-ky)ks
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, t) - QT-Q=

m Derivando los versores is, jo, ko — 9, jo9, ko

Campo de velocidades: ig = wAly jg =wAj9 kg = w A k9

i2/\i2 = i2/\( /\i2) = 1 —( 'iz)iz
j2ANj2 = JeA(wAj2) = 1-w—(w-j2)io
ko Aks = koA(wAks) = 1-w—(w- ko)ko
b Alg+joAjo+kaAky = 3 w—w=2.

]- c 3 c 3 "
=3 (12/\12 +J2 /\J2+k2/\k2)
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, t) - QT-Q=

= Derivando los versores is, jo, ko — 9, jo9, ko

Campo de velocidades: ig = w Aly jg =wAj9 kg = w A ko

i2/\i2 = i2/\( /\i2) = —( -ig)ig
j2ANj2 = JeA(wAj2) = 1-w—(w-j2)io
ko ANky = kg/\( /\kg) = 1- —( 'kg)kg
b Adg +jaAjo+kaAky = 3-w—w=2-

]- o 5 o 3 "
=3 (12/\12 +J2 /\J2+k2/\k2)

1
Muy similar al anterior: Q=1 jo |-[i o | ke ] =
ko
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando dos vectores independientes de S5, a(t), b(t) — a, b

a=wAa : : :
b= wAb } 6 Ecuaciones, 3 independientes
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Determinacidon de la velocidad angular

= Derivando dos vectores independientes de S5, a(t), b(t) - a, b
G=wna 6 Ecuaciones, 3 independientes
b=wAb - ’ P

= Explicitamente,

c=aAb =aa+ Bb+~c
a=wAa=pfc+ycAa b= Ab=ac+~vcADb
c-a=—-f8c?> c-b=ac? b-a=qb-(cha)=~c?=-a-b
1

= 5 |(e-b)a=(c-a)b+(b-a)c
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Determinacidon de la velocidad angular

= Derivando dos vectores independientes de S5, a(t), b(t) - a, b
G=wna 6 Ecuaciones, 3 independientes
b=wAb - ’ P

= Explicitamente,

c=aAb =aa+ Bb+~c
a=wAa=pfc+ycAa b= Ab=ac+~vcADb
c-a=—-f8c?> c-b=ac? b-a=qb-(cha)=~c?=-a-b
1 .
:—2[(c-b)a—(c-é)b+(b-a)c]
C
s [ambién, .
_bAa
a-b

(a-b#O)
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Aceleracion de un punto de un sélido

Se deriva el campo de velocidades,

Vﬁzvgxl—k 21 AN AB

VY =V{ + W AAB 4wy A AB
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Aceleracion de un punto de un sélido

Se deriva el campo de velocidades,

V52V§1+ 21 AN AB

VY =V{ + W AAB 4wy A AB

Se llega al campo de aceleraciones del sélido:

{ Manuel Ruiz - Mecanica |

7231:7541+ 01 A AB + wo1 A (wo1 A AB)

42 / 61



Aceleracion de un punto de un sélido

Se deriva el campo de velocidades,

V52V§1+ 21 AN AB

VY =V{ + W AAB 4wy A AB

Se llega al campo de aceleraciones del sélido:

7231:7§41+ 01 A AB 4+ wo1 A (wo1 A AB)

m (vo] = woy es el vector aceleracién angular del sélido S5 respecto a 5].
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Aceleracion de un punto de un sélido

Se deriva el campo de velocidades, =
|
B A A é A AB
Voq :V21‘|‘ 21/\AB 17~

VY =V{ + W AAB 4wy A AB

Se llega al campo de aceleraciones del sélido:

7231:7§41+ 01 A AB 4+ wo1 A (wo1 A AB)

m (vo] = woy es el vector aceleracién angular del sélido S5 respecto a 5].

s El término woy A (w91 A AB) estd dirigido hacia el eje paralelo a o que
pasa por A; es una aceleraciéon centripeta.
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Aceleracion de un punto de un sdlido

Se deriva el campo de velocidades,

V21:V21‘|‘ 21 N\ I~

Vo1 = Vo1 + wo1 A + wa1 A

Se llega al campo de aceleraciones del sélido:

Y21 = Y21 + Q21 A + w1 A (wa1 A )

m (vo] = woy es el vector aceleracién angular del sélido S5 respecto a 5].
s El término woy A (o1 A ) esta dirigido hacia el eje paralelo a w1 que
pasa por A; es una aceleracion centripeta.

m L os dos primeros términos dan una estructura similar a la del campo de

velocidades (eje || «v); el tercero (eje | «v) rompe la estructura porque no es

rotacional sino centripeta, y los vectores v y « tienen en general
direcciones distintas.

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Aceleracion de un punto de un sélido

= También se puede obtener matricialmente,
V21 =R (X1 21 1X{\j) = R4 (Xlo + 21‘1 12 Xé\[)
v51 = Ri (X1 21|, 195"+ 21{1 . 12X§\[) =

ZRl(XlO + 21‘1Xf\"[ + 21‘1 21‘1Xf\[>
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Aceleracion de un punto de un sélido

= También se puede obtener matricialmente,
vy =Ry (X1 21 1X{\[) = R4 (Xlo =+ 21‘1 12 Xé\j)
’)’21 = Rl (Xl 21 1 12Xé\[ -+ 21{1 . 12X§[) —

— R (&7 + Qul X1+ O, O, X))

= En ejes sdlido, sabiendo que 21‘1 = Q12 21|2 e

’73{:732( LXY + 1|, X3 + Qo 21‘2X§[)
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Aceleracion de un punto de un sélido

= También se puede obtener matricialmente,
vy =R (X1 21 1X{\[) = R4 (X1O + Q21| Quo Xéu)
Yo1 = Ra (X1 21|, 12X5" + o, . 12X§1) =

— R (&7 + Qul X1+ O, O, X))

= En ejes sdlido, sabiendo que 21‘1 = Q12 21|2 e

’73{:732( XY+ 21‘2X§w + 21‘2 21‘2X§\I)

s ()97 es el tensor aceleracién angular del sélido Sy respecto a 5;.
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Aceleracion de un punto de un sélido

= También se puede obtener matricialmente,
vy =R (X1 21 1X{\[) = R4 (X1O + Q21| Quo Xéu)
Yo1 = Ra (X1 21|, 12X5" + o, . 12X§1) =

— R (&7 + Qul X1+ O, O, X))

= En ejes sdlido, sabiendo que 21‘1 = Q12 21|2 e

’73{:732( XY+ 21‘2X§w + 21‘2 21‘2X§\I)

s ()97 es el tensor aceleracién angular del sélido Sy respecto a 5;.

= Andlogo a la forma vectorial,

’73{ — '7201 + w91 AOM + wa; A (w21 A OM)
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Aceleracion angular de un sélido

m La es la derivada de la
: : - . - L
(2 = ( 12 12) = Q12Q75 + Q12Q15
: T oy T
Y 5 — ( 12 12) — W12W12 + 1212
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Aceleracion angular de un sélido

m |3 es |la derivada de |a

s Es antisimétrica:
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Aceleracion angular de un sélido

m La es la derivada de la
: : - . - L
(2 = ( 12 12) = Q12Q75 + Q12Q15
: T oy T
Y 5 — ( 12 12) — W12W12 + 1212

m Es antisimétrica:
+0'=0 = Q+Q'=0,
= tiene un vector axial asociado:

o] - XM = 21 A OM,
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Aceleracion angular de un sélido

m La es la derivada de la
: : - . - L
(2 = ( 12 12) = Q12Q75 + Q12Q15
: T oy T
Y 5 — ( 12 12) — W12W12 + 1212

m Es antisimétrica:
+0'=0 = Q+Q'=0,
= tiene un vector axial asociado:

21‘ o = 21 A OM,

= y es también un tensor:
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Estructura del campo de aceleraciones

angular

N\

Aceleracion
a T

\i‘\
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Resumen de propiedades cinematicas

Punto

Sélido

Vector velocidad

Campo de velocidades

Vector aceleracion

Campo de aceleraciones

: : . .
Manuel Ruiz - Mecanica |
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Movimiento plano
Movimiento Plano
Simplificaciones
Base y Ruleta
Base y Ruleta ruedan sin deslizar
Propiedades de 3 planos
Propiedades de 3 y 4 planos
Aplicaciones: Mecanismos
Traslacién circular y rotacién
Campo de aceleraciones plano
Estructura del campo de aceleraciones
Centro de aceleraciones
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .

Siulm= u-vé\f:OVMESO
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .

Siulm= u-vé\f:OVMESO

CV.: vii=vl+waAHM

S
domale: {V : Vel. min. desl.
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .

Siulm =|u-vii=0VYMEeS,

CV.: viyi=vP+wpn AHM

S
domale: {V : Vel. min. desl.
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .

Siulm= u-vé\f:OVMESO

CV.: vii=vl+waAHM

S
domale: {V : Vel. min. desl.

Hay dos posibilidades:
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .

Siulm= u-vé\f:OVMESO

CV.: vii=vl+waAHM

S
domale: {V : Vel. min. desl.

Hay dos posibilidades:

01 =0:v)] =v§ Lu Traslacién (trivial)
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Movimiento Plano

Definicion: Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a
un plano fijo 7y .

Siulm= u-vé\f:OVMESO

CV.: vii=vl+waAHM

S
domale: {V : Vel. min. desl.

Hay dos posibilidades:
01 =0:v)] =v§ Lu Traslacién (trivial)

v’ =0

I u } Giro alrededor de un eje fijo ||u
01

017&03{
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Simplificaciones

Campo bidimensional de velocidades y de aceleraciones:
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Simplificaciones

Campo bidimensional de velocidades y de aceleraciones:

Plano mévil 7y y fijo 1 , en vez de sdlidos

Corte del con los planos: , Centro Ins-
tantaneo de Rotacién, o

= v' =0 No hay deslizamiento

IV(])\{: o1 N\ I M |
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Simplificaciones

Campo bidimensional de velocidades y de aceleraciones:

= Plano mévil 7y y fijo 71, en vez de sélidos

= Corte del con los planos: , Centro Ins-
tantaneo de Rotacién, o

= v' =0 No hay deslizamiento

s v =wp ATM |

s Con las direcciones de las velocidades de dos
puntos se determina directamente el

m Los mdodulos no son independientes por la
equiproyectividad

Manuel Ruiz - Mecénica | 49 / 61



Base y Ruleta

= Si (1 || u, las axoides son cilindros normales a ;.

Base Ruleta
C.I.R
~
A.F. /%
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Base y Ruleta

= Si (1 || u, las axoides son cilindros normales a ;.

= Si trabajamos en el plano, solo necesitamos los cortes

de las axoides con sus respectivos planos: polares fija Base Ruleta
( Base ) y mévil (Ruleta)
C.I.R
T
A.F.
AN AM
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Base y Ruleta

= Si (1 || u, las axoides son cilindros normales a ;.

= Si trabajamos en el plano, solo necesitamos los cortes

de las axoides con sus respectivos planos: polares fija Base Ruleta

( Base ) y mévil (Ruleta)
C.I.R
Base: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del
sobre el plano fijo
T
A.F.
AT
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Base y Ruleta

= Si (1 || u, las axoides son cilindros normales a ;.

= Si trabajamos en el plano, solo necesitamos los cortes
de las axoides con sus respectivos planos: polares fija
( Base ) y mévil (Ruleta)

Base: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del
sobre el plano fijo

Ruleta: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del
sobre el plano movil
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Base y Ruleta

= Si (1 || u, las axoides son cilindros normales a ;.

= Si trabajamos en el plano, solo necesitamos los cortes
de las axoides con sus respectivos planos: polares fija
( Base ) y mévil (Ruleta)

Base: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del
sobre el plano fijo

Ruleta: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del
sobre el plano movil

Construccién: hojas de papel y alfiler sobre el C.1.R.

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Base y Ruleta ruedan sin deslizar

El C.I.R. I, como punto independiente (seguidor del C.I.R. o sélido S3), recorre la
Base sobre m; y la Ruleta sobre 7

Ruleta 7

o
| Base

™

Y
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Base y Ruleta ruedan sin deslizar

El C.I.R. I, como (seguidor del C.I.R. o sélido S3), recorre la
Base sobre m; y la Ruleta sobre 7
vii = v o+ ¥
tg(Ch) tg(Cho) ' Ruleta o
= ~~ = /
tg(C = tg(C 0
9(Ch) 9(Co) | Base
1 ~
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Base y Ruleta ruedan sin deslizar

El C.I.R. I, como (seguidor del C.I.R. o sélido S3), recorre la
Base sobre m; y la Ruleta sobre 7
vi, = viy o+ ¥ )
tg(Ch) tg(Cho) ' Ruleta o
= "~ = /
tg(C = tg(C 0
9( 1) 9( O) | Base
Velocidad de sucesion del .

I I I
Vo1 = Vo=V
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Base y Ruleta ruedan sin deslizar

El C.I.R. I, como (seguidor del C.I.R. o sélido S3), recorre la
Base sobre m; y la Ruleta sobre 7
vi, = viy o+ ¥ )
tg(Ch) tg(Cho) ' Ruleta o
" ~~ _J/ /
tg(C = tg(C 0
9( 1) 9( O) | Base
Velocidad de sucesion del .
I I I g
Vo1 = Voo =V
dsq dsg t1 = to — Son tangentes en [
—t; = —+1) — _
dt dt s1 = so + Cte. — No desliza

= La Ruleta rueda sin deslizar sobre la Base
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

m | [ =1
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

R p— Por movimientos inversos, vM = —v.

I _

|
o
|

|
<

cuando M es el C.I.R. de uno: v
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

R p— Por movimientos inversos, vM = —v.

I _

|
o
|

|
<

cuando M es el C.I.R. de uno: v

m | [51, I5y e Iy estan alineados
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

R p— Por movimientos inversos, vM = —v.

I _

|
o
|

|
<

cuando M es el C.I.R. de uno: v

m | [51, I5y e Iy estan alineados

e M arbitrario: v + v = v,
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:

2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

I, =1

cua

Por movimientos inversos,
ndo M es el C.I.R. de uno:

I>1, Ioo e Ipp estan alineados

e M arbitrario:
o Si M ¢ I>0101,

V%—l—V

M

M
Va0, Vo1 L {20lo1

Manuel Ruiz - Mecanica |
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

m ([ =1 Por movimientos inversos, vM = —yM.
cuando M es el C.I.LR. de uno: vl =0=—v!.
m | [51, I5y e Iy estan alineados
T M M _ M.
e M arbitrario: vy + v} = V5l
o Si M € Iryly,
M M M
Vo0, Vo1 1 Io9dp1 — Vo 1 Toolp1
oy - Iz
_____.»_/ __________________________ Q@ — — — -
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Propiedades de 3 planos

m [res planos paralelos m, 79 y m» se mueven—Hay 6 movimientos distintos:
2/1,2/0, 0/1 y sus inversos.

m | [ =1 Por movimientos inversos, v = —vM.
cuando M es el C.I.R. de uno: v =0=—v!.
m | [51, I5y e Iy estan alineados Teorema de Kennedy

e M arbitrario: v + v = v,
o Si M ¢ I>0101,

M M M T T
Voo, Vo1 A1 120101 = Vo1 A1 120101 = 121 - 120101

Manuel Ruiz - Mecdnica | 52 / 61



Propiedades de 3 y 4 planos

s Los CIR de cuatro planos estdn en los vértices de un cuadrildtero completo

Con un cuarto plano 73, hay 12 movimientos distintos: Iy, I, los, 12, 113 e I
mas los seis inversos. Se pueden formar cuatro composiciones de movimientos
cuyos C.I.R. estan alineados de 3 en 3 (cuadrildtero completo):

11
A
/ \
/ AN
/ AN
2/O+O/1:2/1 10, Ip1, 121 // \\ 139
/0+0/1=23/1 I3, Io1, I3 I / /////*\\
[2+2/1=3/1 Iz, 12,13 T N
- /
/242/0=3/0 I32, Iz, I30 -—T_ ______ b AN
I3 Iy I3,
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Aplicaciones: Mecanismos

Mecanismo de 4 barras
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Aplicaciones: Mecanismos
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Aplicaciones: Mecanismos

Mecanismo de 4 barras

Vﬁ = V‘241 + wo1 AN AB o
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Aplicaciones: Mecanismos

Mecanismo de 4 barras

Vﬁ — V‘241 + wo1 N AB ) I
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Aplicaciones: Mecanismos

Corredera
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Aplicaciones: Mecanismos
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Aplicaciones: Mecanismos

~ Corredera
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Campo de aceleraciones plano

Los tres campos vectoriales son ahora planos: w1 || wo1

7(])\{ — 7641 + we1 A AM + A (wm/\AM)

Aceleracion
0 T angular
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Estructura del campo de aceleraciones

78{: 7()41 + wo1 N AM 4+ woy /\(wm/\AM) —

= i, + wor A AM — wi AM

J/

N
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Estructura del campo de aceleraciones

’7(])\{: '70Al + wor A AM + wor /\(w()l/\AM) =

= ’7641 + wop N AM — w%lAM

J/

~"

Términos en & y w? proporcionales a la distancia AN

wo1
tanﬁ — —2
Wo1
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Estructura del campo de aceleraciones

’7(])\{: 7OAl + wor A AM + wor /\(w()l/\AM) =

= ’7641 + wop N AM — w%lAM

J/

~"

Términos en & y w? proporcionales a la distancia AN

wo1
tanﬁ — —2
Wo1

[ Constante para todo el campo de aceleraciones en cada
instante, pero varia con el tiempo.
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Estructura del campo de aceleraciones

= M
) = N
) Z N
h 7 1)
5 %
A A A
Yo1 =0 = Centro de aceleraciones
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Estructura del campo de aceleraciones

I =
| Z X
) Z IN
) 7 h,
¥ 1
A A A
Yo1 =0 = Centro de aceleraciones

Por ser paralelos g1 y g1, hay una estructura similar a la del campo de
velocidades. En el movimiento general no existe.
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Centro de aceleraciones

= El centro de aceleraciones // se puede determinar analiticamente:

")’5[1:’)’641%—(,2101 /\E—M&EZO
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= El centro de aceleraciones // se puede determinar analiticamente:

7(];]12’7641+w01 /\E—M&EZO
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wo1 N ’)’641 — w%lﬁ — w%l ((,D()l A ﬁ) =0

Manuel Ruiz - Mecdnica | 61 / 61



Centro de aceleraciones

= El centro de aceleraciones // se puede determinar analiticamente:

7(];]12’7641+w01 /\E—M&EZO

= Multiplicando vectorialmente por w:

wo1 N ’)’641 — w%lﬁ — w%l ((,D()l A ﬁ) =0

m y sustituyendo wp; A AH de la primera expresién,

Gor A Yo — Wi AH — wiy (W AH —~j1) =0

Manuel Ruiz - Mecdnica | 61 / 61



Centro de aceleraciones

= El centro de aceleraciones // se puede determinar analiticamente:

7(%2’7641%—@01 /\E—M&E:O

= Multiplicando vectorialmente por w:

wo1 N ’)’641 — w%lm — w%l (d)()l A E) =0

m y sustituyendo wp; A AH de la primera expresién,

Gor A Yo — Wi AH — wiy (W AH —~j1) =0

= Por tanto,

: A 9 A
wor N Yp1 T Wo1 Vo1
) 1
Wp1 T Wop

G
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